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4 Das Fermigas und die Fermi-Fliissigkeit

In diesem Kapitel diskutieren wir die Eigenschaften des Fermi-Gases, d.h. eines Sy-
stems von nichtwechselwirkenden Fermionen im freien Raum. Obwohl eine solche
Idealisierung unrealistisch erscheint, kann sie erstaunlicherweise das Verhalten von
einfachen Metallen bei tiefen Temperaturen beschreiben, wie die spezifische Warme
und den Pauli-Paramagnetismus. Die Tatsache, dass das Potential der Ionen in ei-
nem einfachen Metall fiir manche Gréflen vernachléssigt werden kann, kann man
verstehen, wenn das Bild von stark delokalisierten Fermionen zutrifft. In diesem Fall
ist es vorstellbar, dass die Elektronen ein mittleres Potential sehen, das homogen ist.
Es soll nur dazu dienen, das gesamte System als ladungsneutral anzusehen. Wenn
die Fermionen aber geladen sind, miissen sie auch miteinander wechselwirken. Es ist
einer der groflen Verdienste von Lev Landau diesen Widerspruch durch Einfithrung
des Begriffs der Fermi-Fliissigkeit gelost zu haben. Dies wird im letzten Abschnitt
dieses Kapitels diskutiert. Daraus wird ersichtlich, dass die Ergebnisse der Ideali-
sierung eines Fermigases bei vielen fermionischen Systemen giiltig bleiben. So zum
Beispiel bei 3He bei Temperaturskalen von Millikelvin iiber gewohnliche Metalle bei
Temperaturen ~ 10? Kelvin bis hin zu Neutronensternen bei etwa 10'? Kelvin.

4.1 Das Fermigas

Wir betrachten hier nichtwechselwirkende Fermionen im dreidimensionalen homoge-
nen Raum. Der Einfachheit halber denken wir an Spin-1/2 Teilchen wie Elektronen.

Um explizite Berechnungen zu ermdoglichen, ist es zweckméssig mit einem System
von endlichem Volumen zu arbeiten. Dabei sollen Randeffekte vermieden werden,
um die Homogenitét des Raumes beizubehalten. Dazu fithren wir periodische Rand-
bedingungen ein.

4.1.1 Periodische Randbedingungen

Ein endliches System wird i.A. Rander bzw. Oberfliachen besitzen. Als einfaches Bei-
spiel konnen wir ein System im unendlich tiefen Potentialtopf betrachten. Im Fall
eines dreidimensionalen Potentialtopfs mit Kanten der Léange L sind die Eigenfunk-
tionen gegeben durch

9\ 3/2
Vi (Z) = (f) sin (k% z) sin (k%yy) sin (k7_z) (4.1)
und die Eigenmoden durch
k2
€ = o (4.2)
2m
wobei
ki il i=uwx,y,oderz, mn;=1,2,...,00. (4.3)

5 = L )
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Bei endlichem L ist die Dichte der Teilchen nicht homogen. Homogenitiat wird nur
im thermodynamischen Limes L. — oo erreicht. Dann verdichten sich die Energieni-
veaus zu einem Kontinuum. Beim unendlich tiefen Potentialtopf verschwinden die
Randeffekte nur im thermodynamischen Limes.

Um solche Randeffekte auszuschalten, fithren wir periodische Randbedingungen
ein. Bei einem Kasten mit Kanten der Lénge L verlangen wir, dass die Wellenfunk-
tionen folgende Bedingungen erfiillen.

b+ Ly 2) = Py, 2),
Py +Lz) = d(xy,2),

by, 2+ L) = d(z,y,2). (4.4)
Da der Raum nun homogen ist, sind die Losungen fiir freie Teilchen ebene Wellen:
1 <.~
) = —ex zk:-f) , 4.5
¥ (T) N (4.5)
wobei
2
ki = %ni, i=ux,y,0derz, n; €7Z. (4.6)

Nun ist die Dichte der Teilchen auch fiir endliches L homogen.

4.1.2 Hamiltonoperator, Fermi-Impuls und Fermi-Energie

Der Hamiltonoperator fiir N Elektronen der Masse m sieht in erster Quantisierung
wie folgt aus.

N

_,2
pA
H = T 4.7
> o (4.7)
i=1
mit p; der Impulsoperator des Teilchens 7. In zweiter Quantisierung geht dieser

Hamiltonoperator iiber in
P
H = Y fHal~18)fs. (4.8)
O67/3

wobei a und [/ Quantenzahlen einer Einteilchenbasis kennzeichnen. Im Fall von
freien Elektronen haben wir

o) — |k, o), (4.9)
mit Impuls & gegeben durch Gl. (4.6) und o = +1/2. Somit haben wir

,
(o 5=18) — (ko] -

= —573 /d3:ce”;1'f V2 gif2® (o1]02)

h2k2

%5];’17]%‘2 501702 . (410)
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Dies fithrt zum Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung

H = ) bl (4.11)
Fo
mit
i2k2
EE: 2m (4.12)

Der Grundzustand wird durch Auffiillen der niedrigsten Niveaus erreicht. Aufgrund
des Pauli-Prinzips kénnen bis zu zwei Elektronen denselben Impuls haben, da der
Spin unterschiedlich sein kann. Bei einer Gesamtzahl von N Elektronen gibt es

A

Abbildung 5: Grundzustand fiir 10 freie Elektronen in einer Dimension.

einen maximalen Wellenvektor, der zum letzten besetzten Zustand gehort. Er wird
Fermi-Impuls genannt. Die dazu gehorige Energie ist die Fermi-Energie.

Um den Fermi-Impuls zu bestimmen, berechnen wir den Erwartungswert des
Teilchenzahloperators im Grundzustand.

N = (GIN|G)
= DG 16 =320 (ke — 1K) | (4.13)
E,o E,O’
wobei
0(x) = {(1) iig (4.14)

die Stufenfunktion ist. Damit erhalten wir

vV - gV
(113) = 950 /d3k0 (k:F - |k|> = 25K (4.15)
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wobei g = 2 der Entartungsfaktor ist. Somit haben wir

6m2 N\ /2
kp = (%V) . (4.16)

(V/N)*? definiert eine Linge. Sie ist der mittlere Abstand zwischen den Teilchen.
Dieser Abstand kann als Radius einer Kugel um ein Teilchen aufgefasst werden, so
dass

Vo =4riN. (4.17)

Damit kénnen wir sehen, dass der Fermi-Impuls das Inverse des mittleren Abstands
zwischen zwei Teilchen ist:

0\ /3 1
Mit Hilfe des Fermi-Impulses kénnen wir auch die Fermi-Energie bestimmen.
Rk R N\*?
Er = F_ — (3x2= ) 4.19
r 2m 2m < i V) (4.19)

Im Folgenden betrachten wir Grundzustands- und thermodynamische Eigenschaften
bei tiefen Temperaturen des Fermigases.

4.1.3 Grundzustandseigenschaften des Fermigases

a) Grundzustandsenergie

Sie wird durch den Erwartungswert von H im Grundzustand gegeben.

E, = (GIH|G)

B
= 5 2 FUGIfL £, 1G)
Eo
. .
= G 20 (e = IR
k

K2 kr
= v / k* dk
0

m 272
R vVEL 3

= ———=—-NFEp. 4.20
2m w2 5 50 0F (420)

Die Grundzustandsenergie pro Teilchen ist dann

Ey 3
— = —Fp. 4.21
~ =Er (4.21)

Dadurch sehen wir, dass die Fermi-Energie die einzige Energieskala im Problem
ist.
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b) Zustandsdichte

Die Anzahl der Einteilchenzustéinde im Energieinterval [E, E+dE] ist N(E)dE,
so dass N(F) die Zustandsdichte ist. Beim Fermigas ist die Energiedispersi-
on durch (4.12) gegeben. D.h. im dreidimensionalen k-Raum sind die Flichen
konstanter Energie Kugelfliachen. Demnach wird die Anzahl der Zustdnde im
Energieinterval [E, E 4+ dFE] durch einer Kugelschale gegeben.

N(E)IE o %{{%(EerE)} v {%Erﬂ} 42

Die Proportionalitédtskonstante wird durch die Dichte der Punkte im k-Raum
und durch den Entartungsfaktor bestimmt. Mit periodischen Randbedingun-
gen sind die k-Punkte durch (4.6) gegeben. D.h. es gibt einen k-Punkt pro
Volumentelement (27/L)3. Somit haben wir

N(E)E = g (2‘;)3%{{2—?(E+d/§)} " {%E} 3/2} . (4.23)

Somit lautet die Zustansdichte pro Volumeneinheit wie folgt:

g (2m 3/2 1/2
E) = |- EY= . 4.24
B = (5 (424)
Das entspricht dem Verlauf der Zustandsdichte in einfachen Metallen (Alkali-

metallen).

4.1.4 Tieftemperatureigenschaften des Fermigases

Im Abs. 3.2.4 haben wir schon gesehen, wie die Zustandssumme im groflkanonischen
Ensemble definiert ist. Die erste Gleichung in (3.100) gibt den allgemeinen Ausdruck
wieder. Die Zustandssumme bestimmt das grofkanonische Potential (7, V, u), wie
folgt.

Q(T,V,u) = —kgT InZ . (4.25)

Andererseits wird das grokanonische Potential in der Thermodynamik durch die
innere Energie F, die Entropie S und die Teilchenzahl N gegeben:

Q(T,V,u) =FE—-TS — uN . (4.26)

Aus den beiden Gleichungen kénnen wir S und N bestimmen. Dafiir betrachten wir
die folgende Ableitung

o0 0
8—T)V“u = _kB a—TTan)V“u

Q) )
=7 T (4.27)
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Aus dem Vergleich des obigen Ergebnisses mit Gl. (4.26) erhalten wir

15.9)
(), o
und
o)
N=—[— . 4.29
<3M)T,V ( )

Somit sehen wir, dass aus dem groflkanonischen Potential alle andere thermodyna-
mische Potentiale erhalten werden kénnen.

Wir haben schon im Abs. 3.2.4 die Zustandssumme im Fall freier Fermionen
berechnet. Um den Ausdruck fiir das Fermigas zu erhalten, brauchen wir nur die
Energiedispersion (4.12) in das Ergebnis (3.100) einzufiihren.

QO = —kgTY In{l+exp[B(n—e)]} . (4.30)

ko
Die Summe {iber alle Impulse kann mit Hilfe der Zustandsdichte zu einem Integral
iiber die Energie umgewandelt werden. Dafiir gehen wir davon aus, dass die Léinge

L des Systems mit periodischen Randbedingungen viel gréfer ist als alle mikrosko-
pischen Skalen, so dass die Summe in ein Integral {ibergeht:

> - (32

wobei wir beim Ubergang zur letzten Gleichung die Isotropie im Fall des Fermigases
beriicksichtigt haben. Andererseits, wenn wir die Zustandsdichte pro Volumeneinheit
betrachten, haben wir

g
(2m)°

Somit sehen wir, dass im thermodynamischen Limes folgendes gilt:

> feg) = V/p(E)f(E) dE . (4.33)

p(E)dE = 4rk* dk . (4.32)

Mit Hilfe des Ausdrucks (4.24) haben wir fiir das groflkanonische Potential

3
g 2m 2/00 1
Q = —kyrv—21; (2 E* [l 4 exp (4 — E)] dE
. (W(,ﬁ) 0 1+ exp (1 — E)]

_ gV [(2m %g > B3
— (27)2 (hg) 3/0 dE1+eXp {ﬁ(E—,u)} . (4.34)
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Nun betrachten wir das Integral

[N

(4.35)

0 E
h= /0 dE1+eXp[ﬁ(E—M)]

im Limes niedriger Temperaturen. Wir fithren zunéchst eine neue Variable ein,

E—p

4.36
. (4.36)

r =

und definieren

W
, 4.37
T (4.37)

«

Mit den obigen Anderungen haben wir

N

[ = (kgT)? I(e), (4.38)

wobei

3

+/O°odgg<”C+O‘>g_<O‘_‘”>g +/:dew. (4.39)

et 4+ 1

Nun beschrinken wir uns auf den Tieftemperaturlimes. In diesem Fall hat das che-
mische Potential einen endlichen Wert (u — FEr), so dass o — oo. Fiir das letzte
Integral impliziert dies, dass

/ A ) LN (4.40)
o e’ +1
Weiterhin haben wir

(x+a)% —(a—:p)% % 3xar +O(a_%> , (4.41)

so dass wir fiir das entsprechend Integral

3a%/0wdx ’ :3a%%r(2)g(2) (4.42)



Prof. Dr. A. Muramatsu  Fortgeschrittene Quantentheorie WS 2011/12 110

erhalten, wobei ['(z) die Gamma-Funktion ist, mit I'(n + 1) = n! fiir n ganzahlig
und positiv, und

((z) = Zp’z , Rez>1, (4.43)
p=1

die Riemannsche (-Funktion ist. Es gilt ((2) = 7%/6. SchlieBlich haben wir fiir das
erste Integral in (4.39)

2
=z as . (4.44)

, (4.45)

und somit

pz (kgT)* + - ] . (4.46)

Anhand des obigen Resultates kénnen wir nun verschiedene thermodynamische
Groflen berechnen.

a) Das chemische Potential

Um die Temperaturabhingigkeit des chemischen Potentials zu erhalten, be-
rechnen wir den Erwartungswert der Teilchenzahl aus dem groflkanonischen
Potential. Aus (4.29) erhalten wir

N — _ <5’_Q)
o TV
gV 2m %2 3 7T2 1
= (27‘()2 (ﬁ) g |:,u2 + g,u 2 (k‘BT)2 R (4.47)

Fiir T = 0 haben wir aus der Gl. (4.19)

3
N 2m\ 2

Somit erhalten wir

2 (kpT\? K
4= Ep 1+%(L) +] (4.49)
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und bis O (T?)

pw=Ep

7T2 k’BT 2
1_E(E—F> +] . (4.50)

Da bei einfachen Metallen der Wert der Fermi-Energie sich im Bereich Ep ~
1 —10 eV ~ 10* — 10°K befindet, ist es eine gute Niherung p ~ Ep zu
setzen. Weiterhin zeigt das obige Ergebnis, dass das chemische Potential mit
der Temperatur abnimmt.

Die spezifische Wirme

Die spezifische Wérme bei konstantem Volumen ist wie folgt definiert:

oF
cy = (a—T)W , (4.51)

wobei die innere Energie £ = F(S,V, N) eine Funktion von S, V und N ist.
Mit Hilfe der Beziehung (4.26) und der Tatsache, dass bei tiefen Temperaturen,
d.h. bis O (T?) N und u wie folgt miteinander verkniipft sind

3
gV [(2m\?22 3
= — | —=u2 4.52

konnen wir ¢y aus der Entropie erhalten:

0S
oy = T<3_T)V,N' (4.53)

Die Entropie kann aus dem groflkanonischen Potential wie in Gl. (4.28) ange-
geben berechnet werden.

oS}
e
oT Vi
gV [2m 79 [72 1

Mit der Beziehung (4.52) haben wir

2 kT
S(T,V,N) ~ Nkp— "B (4.55)
2 Er
was zu
2 kT
oy = Nkp=-E= (4.56)

2 br
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fithrt. Wir konnen die spezifische Wéarme auch als Funktion der Zustandsdichte
an der Fermi-Energie ausdriicken, da

3
g 2m\? 1
p(Er) = 2y (ﬁ) Ep (4.57)
ist. Zusammen mit Gl. (4.48) erhalten wir

7T2k’B

Somit sehen wir, dass ¢y ein Maf fiir die Zustandsdichte bei der Fermi-Energie
ist. Weiterhin sehen wir, dass die spezifische Wirme eines Fermigases fiir
kT < Ef linear mit der Temperatur abnimmt. Dieses Verhalten wird tat-
sichlich in einfachen Metallen beobachtet. Es steht aber im klaren Wider-
spruch mit der klassischen Thermodynamik. Dort gilt bei freien Teilchen die
Gleichverteilung der Energie

1
E*L) = 5 NksT (4.59)

so dass

)
(kL) _
o = (—8T) § const . (4.60)

Die Tatsache, dass die spezifische Wérme bei tiefen Temperaturen proportional
zur Temperatur ist, ist eine Konsequenz des Pauli-Ausschlu3prinzips. Dadurch,
dass zwei Elektronen sich nicht im selben Zustand befinden kénnen, konnen
nur Elektronen mit einer Energie innerhalb eines Intervals kg 1" um Ep zur
spezifischen Wérme beitragen. Dies fiihrt zu einem Anteil NkgT/Er, bei dem
die Energie kg1 verteilt wird, d.h.

kgT

AE(T) ~ N22= kpT | (4.61)
Ep

so dass ein lineares Verhalten der spezifischen Wérme resultiert.

Pauli-Paramagnetismus

In diesem Abschnitt betrachten wir das Verhalten eines Elektronengases beim
Anlegen eines Magnetfeldes.

In der Vorlesung Quantenmechanik im Bachelorstudiengang wurde die Wech-
selwirklung eines Elektrons mit einem Magnetfeld schon diskutiert. Da das
Elektron eine Ladung e besitzt, erfihrt es eine Lorentzkraft. Dariiber hinaus
hat das Elektron ein intrinsisches magnetisches Moment

My = gSsBﬁ, (4.62)
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wobei S ein Spin-1/2 Operator ist, gg der gyromagnetischer Faktor ist und
up = eh/2mc das Bohrsche Magneton ist. Der Hamiltonoperator, der diese
Wechselwirkungen beschreibt, ist

1 - -
H = o (5+54)— s B. (4.63)
2m c
Hier beschrinken wir uns guf schwache Magnetfelder, so dass wir nur Effekte
diskutieren, die linear in B sind. Aus dem ersten Term in H ergeben sich ein

paramagentischer Anteil
o = -MPL.B (4.64)

und ein diamagnetischer Anteil

2\ 2
02 32 Y (f B)
H2 = Smc? T — T . (465)

Der letzte Beitrag kann im Fall von schwachen Feldern vernachlassigt werden.
Weiterhin kénnen wir im linearen Bereich den Erwartungswert des Drehimpul-

ses (L) mit den Eigenzustdnden des Elektronengases berechnen. Dabei wihlen
wir das Koordinatensystem so, dass B = (0,0, B) ist. Damit haben wir

- - h - 0 0 o
Ll LA |k - d3 —ik-& I ik-&
(RILIR) iV v <x8y y8x>e
h - o
= v /d3:p e T (wky, — yk,) ™ T =0 . (4.66)

Somit sehen wir, dass im Fall schwacher Felder die Kopplung an die Spins
dominiert. Der Hamiltonoperator fiir die weitere Behandlung hat die Form

N —»
P gskiB 3 3
H = E - 2= S..B 4.
; (Qm h S )’ (4.67)

wobel wir nun N Elektronen betrachten.

Im Folgenden diskutieren wir den Ubergang zur zweiten Quantisierung fiir den
Spin-Term, wobei wir zundchst nur die dazugehérigen Zustande betrachten. Es
handelt sich um einen Einteilchen-Operator, so dass er wie folgt geschrieben
werden kann

P S A [ § (4.68)
=1 o,
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wobei o) = | 1) oder | ) und S = #/2, mit den Pauli-Matrizen &. Damit
haben wir

(@68) = 53" flously. mit a.f=11 . (4.69)
o,

Da wir angenommen haben, dass das Magnetfeld entlang der z-Richtung liegt,
brauchen wir nur die Pauli-Matrix ¢® zu betrachten.

o — (é _(1)) , (4.70)

Wenn wir den kinetische Anteil beriicksichtigen, sind die Einteilchen-Zusténde
auch durch den Impuls gekennzeichnet, d.h. wir arbeiten wie schon friither mit
Zustanden |k, o). Dies fithrt zum folgenden Hamiltonoperator

H = Zeg,afgvafg’o, (4.71)
Fo
wobei
2k2
%o = oo FugB, o=1,]. (4.72)

Hier sehen wir, dass das Spektrum je nach Spinorientierung verschoben wird.
Da im Gleichgewicht die Fermi-Energie dieselbe fiir beide Spinrichtungen ist,
ist die Anzahl der Elektronen mit Spin T und | nicht gleich. Dadurch entsteht
eine Magnetisierung. Sie wird durch die Summe aller magnetischen Momente
gegeben:

o= ()

- ()
_ g;"jB < > <f,§7Tf;;,T - ffi’,lfé,i) >

—

k

_ MVB(NT—NL), (4.73)

wobei wir gg = 2 gesetzt haben und
No = (XA k) (4.74)
E

ist.
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Um die Magnetisierung zu erhalten, brauchen wir die Anzahl der Teilchen
mit Spin T und | zu berechnen. Im groflkanonischen Ensemble konnen die
entsprechenden Erwartungswerte wie im Abs. 4.1.4 a) erhalten werden. Dazu
miissen wir den Term mit dem chemischen Potential beriicksichtigen:

H-puN = ) (Eg,ofg;gfg,a - nlfi, E,a)

—

k,o
R2k?
= Z{ lzm — (u+ pupB) f,;Tf,g,T
i
K2k
+ |5 — (1 usB) f,;lf,;,l} . (47)

Fiir jede Spinprojektion kommen wir auf das schon behandelte Problem oh-
ne Magnetfelder mit chemischen Potentialen, die fiir jede Spinprojektion ver-
schieden sind. Da nun die Spinentartung aufgehoben wurde, miissen wir den
Entartungsfaktor auf ¢ = 1 setzen. Aus der Gl. (4.47) haben wir mit den
entsprechenden Ersetzungen

3
N 1 /2m)\?
E A <§> (1 =+ ppB)*?

> = (4.76)

1+7T2 k?BT 2+
8 \u+tupB

Im Limes schwacher Felder brauchen wir nur Beitriage bis O(B). Dabei erhalten

wir
1 7T2 kBT 2
24 W
SchlieBlich beriicksichtigen wir nur Beitrige bis O (k%4T?), ersetzen dement-

sprechend p durch Er und fiihren die Zustandsdichte ein. Damit lautet die
Magnetisierung wie folgt:

(4.77)

3
Ny — N 1 2m\ 2 1
— = — | = Bul/?
Vv 272 (hz) HBZH

N, — N,

M:[LB %

p(Er)isB (4.78)

1 7T2 k?BT 2
24 \ Er
Die magnetische Suszeptibilitdt ist durch die Ableitung der Magnetisierung

nach dem Magnetfeld gegeben:

= S5 = (BB (4.79)

X
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Dai.A. bei Zimmertemperatur Er > kgT ist, ist die Temperaturabhéngigkeit
der magnetischen Suszeptibilitdt vernachléssigbar. Dieses Verhalten wird bei
Metallen beobachtet. Weiterhin sehen wir, dass die magnetische Suszeptibilitat
wie die spezifische Wérme ein Maf fiir die Zustandsdichte an der Fermi-Energie
ist.

4.2 Die Fermi-Fliissigkeit

Die oben diskutierten Eigenschaften des Fermigases findet man in vielen physikali-
schen Systemen, obwohl die Fermionen dort durch verschiedene Wechselwirkungen
gekennzeichnet sind.

i) Metalle

Elektronen in Metallen sind geladene Teilchen, so dass sie der Coulomb-Wech-
selwirkung unterliegen. Diese Wechselwirkung kann bei abnehmenden Abstén-
den sehr stark werden. Dennoch findet man i.A. ¢,y ~ T und y ~ konst. bei
Temperaturen ~ 102 K.

ii) He
3He zeigt auch die Eigenschaften eines Fermigases bei Temperaturen zwischen
etwa 100 mK und 3 mK, wo ein Phaseniibergang zu einer suprafluiden Phase
stattfindent. Hier spielt die Coulomb-Wechselwirkung keine Rolle, da die Ato-
me ladungsneutral sind. Dennoch ist *He bei kleinen Abstéinden durch eine
hard-core Wechselwirkung gekennzeichnet und im obigen Temperaturbereich
ist die Dichte so, dass der mittlere Abstand zwischen Atomen vergleichbar mit

dem hard-core Radius ist. (Siehe z.B. A. J. Leggett, Rev. Mod. Phys. 47, 331
(1975) - A. Leggett erhielt den Nobel-Preis 2008 fiir seine Arbeiten iiber *He).

ii1) Atomkerne

Die Atomkerne bestehen aus Nukleonen (Protonen und Neutronen), die der
Coulomb- und der Starken Wechselwirkung unteliegen. Hier wird auch das
Fermigas als Modell fiir Kerne verwendet. Die Energieskala hier liegt bei etwa
10" K.

iv) Weile Zwerge

Die Stabilitat von solchen Sternen kann dadurch erkliart werden, dass man sie

als ein entartetes Elektronengas betrachtet (Chandrasekar-Grenze - S. Chandra-
sekar erhielt den Nobel-Preis 1983 fiir seine theoretische Arbeit iiber die Struk-

tur und Evolution von Sternen ). Die Energieskala hier liegt bei etwa 107 K

(siehe z.B. Kerson Huang, Statistical Mechanics, Wiley & Sons, (1987), Abs.

11.2).
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v) Neutronensterne

Bei Neutronensternen wird als Basis auch die Fermi-Fliissigkeits-Theorie ver-
wendet, jedoch in einem relativistischen Rahmen. Die relevante Energieskala
liegt hier bei etwa 10'2 K.

Die Tatsache, dass das Fermigas die niederenergetischen Eigenschaften von so
vielen fermionischen Systemen mit verschiedenen Wechselwirkungen gut beschreibt,
wurde von Lev Landau (Soviet. Phys. JETP 3, 920 (1957) - Landau erhielt den
Nobel-Preis 1962 fiir seine Arbeiten tiber fliissiges Helium) phenomenologisch ge-
deutet. Er ging davon aus, dass die nierderenergetischen Eigenschaften durch sog.
Quasiteilchen beschrieben werden konnen, welche miteinander schwach wechselwir-
ken. Asymtptotisch (kg1 < Er) konnen sie als freie Fermionen mit einer effektiven
Masse m* angesehen werden.

Um die obigen Ideen quantitativer diskutieren zu konnen, stellen wir uns ein
fermionisches System bei tiefen Temperaturen kg7 < FEp vor. Dabei brauchen
wir nur Teilchen in der Ndhe der Fermi-Fldche zu betrachten. Sei ein Fermion mit
Energie € > Er und Impuls k gegeben, das mit den Fermionen unterhalb der Fermi-
Energie wechselwirkt. Es wird von einem Fermion mit Energie ¢ < Er und Impuls
K gestreut. Aufgrund des Pauli-Prinzips werden die Endzustédnde sich auerhalb der
Fermi-Kugel befinden. Da bei der Wechselwirkung sowohl Energie als auch Impuls
erhalten bleiben, muss gelten, dass

e+é=e+¢é, k+K=Fk+Fk, (4.80)

wobei €, €], k1 und l;i den Endzustidnden gehoren. Wir kénnen weiterhin die Abstédnde
zur Fermi-Energie explizit beriicksichtigen:

e=FEr+96, €1 = Ep+01,
6/ = EF - 5/ y 6,1 = EF + 51 5 (481)
mit §’s > 0. Wegen Energieerhaltung gilt § > ¢, 61, 6;. Nun geben wir eine

Abschétzung der Streurate fiir ein Fermion mit Energie e. Sie wird durch die zur
Verfiigung stehenden Anfangs- und Endzustéinde bestimmt:

T o /d3k'/d3k1/d3k’15 [E+ [ (121 +E;)} . (4.82)

Die Integrale iiber Impulse konnen mit Hilfe der Zustandsdichte in Integrale iiber
Energie umgewandelt werden. Dabei erhalten wir

Er o) [ee]
Iy o / de'/ de / dél p(e)p(er)p(€)) 6 (e + € — e —€))
0 Er Ep

Ep+d Ep+d
< [ da [T ddpta g - apente)

Er Er

Erp+6 Er+6
< p3/ del/ de) = p*6% (4.83)

Er Er
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wobei p der maximale Wert von p(e) fir Er < e < Ep+J4 ist. Falls die Zustandsdichte
in der Ndhe von Ep endlich ist, sehen wir, dass ein Teilchen mit Energie € eine
Streurate

[~ (e — Er)’ (4.84)

erfahrt. Im Limes € — E verschwindet die Streurate, so dass die Lebensdauer des
Teilchens unendlich wird.

Die spezifische Warme und die Pauli-Suszeptibilitdt einer Fermi-Fliissigkeit ha-
ben als einzige Grofle, die von der Art des betrachteten Systems abhéngt, die Zu-
standsdichte an der Fermi-Fldche. Die einzige Grofle, die bei der Zustandsdichte an
der Fermi-Energie Auskunft iiber das System gibt, ist die Masse der Teilchen. Somit
muf} die gesamte Information iiber das System, insbesondere iiber die Wechselwir-
kung, in einer effektiven Masse beinhaltet werden.

Das hier verwendete Phasenraum-Argument, das nur auf die Fermi-Statistik ba-
siert, ist sehr allgemein, da die Form der Wechselwirkung nicht explizit vorkommt.
Es wird lediglich angenommen, dass sie nicht divergiert. Deswegen wird dadurch
verstindlich, dass so viele verschiedene Systeme als Fermi-Fliissigkeit beschrieben
werden koénnen. Andererseits sehen wir, dass, um eine Abweichung einer Fermi-
Fliisisgkeit zu erhalten, Divergenzen eine Rolle spielen kénnten. Dies ist der Fall
von Fermionen in einer Dimension, wo anstatt einer Fermi-Fliissigkeit die Luttinger-
Fliissigkeit den generischen Fall im niederenergetischen Bereich darstellt. Der Grund
dafiir ist, dass in einer rdumlichen Dimension das Fermigas instabil gegeniiber Mo-
dulationen mit dem Wellenvektor 2k ist. Andere Moglichkeiten fiir Abweichungen
von einer Fermi-Fliissikleit sind Eichfelder, die nicht abgeschirmt werden koénnen
(transversale Eichfelder). In diesem Fall wird die Wechselwirkung langreichweitig,
was zu Divergenzen fiir kleine Impulse fithren kann. Schliesslich kann auch die Nihe
eines quantenkritischen Punktes, d.h. eines kontinuierlichen Phaseniibergangs bei
T = 0, durch langreichweitige Fluktuationen zum Zusammenbruch des Modells ei-
ner Fermi-Fliissigkeit fithren.



