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1. Ideales Fermigas (Ubungsstunde)

Betrachte ein ideales nicht-wechselwirkendes N-Teilchen Fermigas in einem eindi-
mensionalen Kasten der Lénge L mit periodischen Randbedingungen. Verwende
dazu den Formalismus der ersten Quantisierung. Die Einteilchenlosungen haben
die Form ¢y ,(r, s) = %exp(ik’r) Xo(s). Hier beschreibt & den Wellenvektor, r
die Ortskoordinate, y die Spinfunktion, o den Spin und s den Eigenwert des Spins.
Dabei gilt zusétzlich ¢ (1 + Lé,) = pr.o(7).

a) Gebe die allgemeine Grundzustandswellenfunktion des N-Teilchen Problems
an. Berechne nun explizit die Wellenfunktionen des Grunzustandes fiir N = 27

b) Berechne die Dispersionsrelation (k) und daraus die Gesamtenergie. Wie lau-
tet die Fermienergie?

¢) Betrachte nun L — oco. Berechne die Zustandsdichte p(E) des Problems mittels
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d) Berechne die Energiedichte mit Hilfe der Zustandsdichte.

2. Eigenschaften bosonischer Operatoren (Schriftlich)

Beim harmonischen Oszillator kann man Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
einfithren, welche folgende Kommutationsbeziehungen erfiillen

(b, b1 =1 (2)

Damit kann man den Besetzungszahloperator 7 = b'b bilden. Seien die Zustinde
|n), n € N normierte Eigenzustinde vom Besetzungszahloperator.

a) Zeige mit Hilfe der Kommutationsbeziehung (2), dass bln) und bf|n) Eigen-
zustdnde von n sind. Gebe die Eigenwerte an.

b) Zeige, dass folgendes gilt

bn) = Viln—1).
biin) = Vn+1ljn+1).

c) Zeige, dass fiir n =0

b0y =0
gilt.



d) Beweise folgende Beziehungen fiir Besetzungszahlzusténde im bosonischen Fock-
raum, wobei die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die folgenden Kom-
mutationsbeziehungen erfiillen
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3. Eigenschaften fermionischer Operatoren (Ubungsstunde)

Um die Eigenschaften fermionischer Operatoren zu vertiefen, betrachten wie den
BCS-Zustand (BCS: Bardeen Cooper Schriefer) in der Form

) =TT (et vcly el ) 10). 3)
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hierbei sind u; und vy, Normierungsparameter, die durch |ug|? + |vg|> = 1 festgelegt
sind. Die fermionischen Operatoren clk’a erzeugen Fermionen mit +k und Spin o
aus dem Vakuum |0).
a) Zeige, dass der BCS-Zustand normiert ist.
b) Berechne die Erwartungswerte zum BCS-Zustand
L. (Q‘CITC,T CT—k,¢|Q>
i, (Qlef, cralQ)

c) Es werden nun die BCS-Operatoren ay 1+ und O‘LT | eingefiihrt mit

Wy = Uk Oy =Rl Qg = Uj Chy = Vi Copt (4)
Qg = UpC_g| + Vg CJ,L’T , a,h = uy, cT_,w + vf, Cpp - (5)
Zeige explizit, dass die BCS-Operatoren den fermionischen Vertauschungs-

relationen gehorchen, berechne also {ay 4, O‘lTaT,L}' Berechne anschliefend
ag+.1]2) = 0. Welche Konsequenz hat dies fiir |©2)?

d) Wie miissen u, und vy gewéhlt werden, um den Grundzustand freier Fermionen
zu beschreiben? Gebe den Grundzustand freier Fermionen an.

e) Der Hamiltonian freier Fermionen lautet
h?k?
H= ( — 5}7‘) (CL’T Ck + CT_]%J/ C*k,i) ) (6)
k

wobei er die Fermieenergie ist. Driicke den Hamiltonian durch die, in Aufga-
benteil c) eingefithrten, BCS-Operatoren aus. Berechne nun den Erwartungs-
wert des Hamiltonians (Q[H|2). Was beschreibt 0‘;2,0 fir & > kp? Was liegt

bei der Anwendung von a,z , vor, bei k < kg?




