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Dirac-Gleichung im Magnetfeld

Wir wollen die relativistischen Elektronen im homogenen Magnetfeld untersuchen und die
Eigenenergien, die Entartungen sowie die Wellenfunktionen bestimmen.

1. Relativistische Elektronen im Magnetfeld I (Ubungsstunde)

Wir starten mit der Herleitung einer notwendigen Bedingung fiir die Eigenwerte des
Dirac Operators,
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Hier ist m; = p; — £ A; der kanonische Impuls eines Teilchen der Ladung e im Magnet-
feld mit dem Vektorpotential A. Berechne nun H? und leite eine Gleichung fiir die
Eigenwerte her. Aus welchem nicht-relativistischen Problem folgen die Eigenwerte
dieser Gleichung gerade?

2. Foldy-Wouthuysen Transformation (Ubungsstunde)

Der Foldy-Wouthuysen Transformation sind wir bereits in der Vorlesung zur Herlei-
tung des nicht-relativistichen Limit begegnet. Sie ist generell anwendbar auf ein
Problem von der Form H = () + m/[3, wobei ) und [ gerade die Form annehmen
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@ und H besitzen als selbstadjungierte Operatoren eine Polarzerlegung, z.B. H =
|H|sgnH = sgnH |H| mit |H| = vH? und sgnH = |H|"'H auf (kerH): und
sgnH = 0 auf kerH. Zeige, dass
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ein unitdarer Operator ist, welcher H diagonalisiert, d.h.
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Zeige im Anschluss, dass Hzy, = H? ist.

3. Relativistische Elektronen im Magnetfeld IT (Schriftlich)

Mit Hilfe der Foldy-Wouthuysen Transformation in Aufgabe 2 kénnen wir nun das
Spektrum der Dirac-Gleichung im Magnetfeld in 2 Dimensionen bestimmen. Dazu
setzen wir m3 = 0, beschrédnken uns also auf Wellenfunktionen ohne z-Abhéngigkeit.



e Zeige, dass die Dirac-Gleichung separiert in 2er Spinor-Rédume mit jeweils ei-
nem Hamiltonian von der analogen Form H = Q) + mf.

Bestimme das Spektrum und die Eigenfunktionen der Operatoren DD und DD?.

e Der Grundzustand von N = DD geniigt der Gleichung D)y = 0, welche man
mit dem Ansatz 1y = e ®w mit ¢ = eB/4 - (2?2 + 22) 16st.

e Zeige, dass der Grundzustand eine hohe Entartung hat, und wir eine zusétzliche
Quantenzahl einfithren konnen mit der z-Komponente des Drehimpulses J; =
—ix10y + 12907 + 03/2. (Der Drehimpulsoperator ist auch nach der F-W-
Transformation von dieser Form).

e Die Operatoren D' und D erfiillen [D, D] = 2eB, und kénnen somit als Auf-
und Absteige Operatoren betrachtet werden. Bestimme daraus das Spektrum
der Dirac-Gleichung.

4. Relativistische Elektronen im Magnetfeld III - Supersymmetrie (Schrift-
lich)

Die Dirac-Gleichung ist ein Beispiel fiir Supersymmetrie. f ist eine Involution(selbst-
inverse Abbildung), denn 3% = 1. Der Dirac Operator H = @Q + m/3 besteht aus
einem ungerade Operator (), welcher mit # antikommutiert und einen geraden An-
teil m3. Die sog. Superladung Q = QT ist von der Form (2). Wie die Foldy-
Wouthuysen Transformation zeigt, folgen ihre Eigenschaften aus dem (einfacheren)
sog. supersymmetrischen Hamiltonian Q2. Benutze dazu die die Polarzerlegung von
@ und finde eine Isometrie zwischen (kerD)* und (kerD')* aus welcher die unitéren
Aquivalenz von DD und DD folgt. Leite daraus mit Hilfe von [D, D] = 2eB die
Liicken im Spektrum von DD und DDT her.

Hinweis: kerH bezeichnet den Kern des Operators H, d.h. der Unterraum von H in
welchem die Eigenwerte 0 sind. (kerH)* bezeichnet den Unterraum, welcher orthognal
zu diesem ist.



