Losung Repetitionsiibung II

A1: Differential- und Integralrechnung
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c) Die Funktion f(r) = f(z,y,2) = xyz wechselt ihr Vorzeichen unter Inversion:
f(=r) = —f(r). Daher verschwindet das Integral iiber die Einheitskugel. Konkret
konnen wir das am ¢-Integral in Kugelkoordinaten sehen:

T 27

1
/drxyz:/dr /dﬂ /d¢r281n19-rsim?cosqb-rsinﬂsinqﬁ-rcosﬁ
K
0 0 0



Losung Repetitionsibung |1

2 2

Das ¢-Integral ergibt: [d¢ cos¢sin¢p = % sin? ¢ ‘0 = (. Daher verschwindet das gesamte
0

Integral.

Das zweite Integral kénnen wir mittels der Substitution u = cos ) 16sen (sehr oft hilfreich
bei Integralen in Kugelkoordinaten):
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d) Wir verwenden erneut Kugelkoordinaten und die gleiche Substitution:
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e) In Zylinderkoordinaten:
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A2: Gewohnliche Differentialgleichungen
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a) Fiur die Differentialgleichung
v +ay +4y =0
verwenden wir wie iiblich den Ansatz e*. Wir erhalten das charakteristische Polynom
N +ax+4=0
mit den beiden Losungen
a a\?
= —gxy(5) 4

Der kritische Punkt, fiir den Ay = A_ gilt, ist offensichtlich a = £4. Fir |a| > 4 ist die
Waurzel rein reell und die beiden unabhéngigen Losungen der DGL fallen exponentiell
ab (fiir @ > 4) bzw. steigen exponentiell an (fiir a < —4). Fiir |a| < 4 bekommen die
Losungen Ay einen Imaginarteil und die Losungen der DGL sind damit oszillierend.
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b) Um die Losung y = sin2z = - (e** —e™%7) zu erhalten, benétigen wir die rein
imagindren Nullstellen Ao = £2¢. Das passiert gerade bei a = 0, wenn sich das char.
Polynom zu \?> = —4 reduziert.

c) Fiir @ = 44 sind die Losungen entartet: Ay = —2. Eine Losung lautet also e™22.
Nach dem iiblichen Schema gibt es eine zweite Losung x e~ 2*. Die allgemeine Losung
mit zwei freien Konstanten ist also (a + bx) e~ 2*. Fiir a = —4 lautet die entsprechende

Losung (a + bz) e**.

d) Die DGL ¢/ = y?/2* kénnen wir umschreiben:
dy dx
¥ a?

Daraus erhalten wir nach Integration (und schieben der konstanten Faktoren in die
Konstante):

1 1 n
—_ = — C
y(r) =z
bzw
e
y(r) = T

Der Grenzwert dieser Funktion fiir 2 — oo ist 1/c. Fiir ¢ = 1 erhalten wir daher die
gewiinschte Funktion mit Grenzwert 1:

A3: Vektoranalysis

a)
—ysinx
Vi(r) = | cosx
0
Ay = —ycosz

div A(r) = 2zy(y + 2)

2xz + x2°
rot A(r) = —yz?
—22%y — 22
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b) Wir berechnen zunachst

daraus folgt durch Verschiebung direkt
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und damit
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c) Esist
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A—=—-div—es=———— "2 —— =0 fur r # 0.
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Damit ist aufgrund der Linearitét von A auch Ag¢(r) =0 fiir r ¢ {0,a}. Die Funktion
A¢(r) = div F(r) gibt uns die Quellen des Kraftfeldes F(r) an. Dies sind aber die beiden
Punktladungen bei r = 0 und r = a. Fiir alle r konnen wir also schreiben:

A¢(r) =6(r) + o(r — a)

Damit wird offensichtlich, warum A¢(r) an den Stellen 0 und a nicht definiert ist.

A4: Fourierreihen

a) Wir berechnen die Fourierkoeffizienten der Funktion f(z) = exp(x) auf dem Intervall
0, 27]. Mit k,, = 27n/L = n und n € Z gilt:
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Damit lautet dir Fourierreihe
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Fig. 1: Abgeschnittene Fourier-Reihe mit n = —10,...,10 der Funktion e¢* auf dem Intervall
[0, 27r] mit typischem Gibbs-Phénomen.

b) Wir berechnen
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Hinweis:
Ganz allgemein fithrt eine Multiplikation mit einem Phasenfaktor, hier e=27%/L 71 einer

Verschiebung im Fourier-Raum: hier n — n F 1.



