
Lösung Repetitionsübung II

A1: Differential- und Integralrechnung

a)

d
dx e−x6/2 = −3x5 e−x6/2

d
dx ln(1 + x2) = 2x

1 + x2

d
dx ex sin x = (sin x+ cosx) ex

d
dx

 x∫
1

dt x2t

 = 1
2

d
dx(x4 − x2) = 2x3 − x

alternativ: = x2 · x+
x∫

1

dt 2xt = 2x3 − x

b)
π∫

0

dx sin x = 2

2∫
0

dx 2x ex2 = ex2
∣∣∣∣∣
2

0
= e4−1

1∫
0

dx x ex = x ex
∣∣∣∣∣
1

0
−

1∫
0

dx ex = e1−(e1−1) = 1

c) Die Funktion f(r) = f(x, y, z) = xyz wechselt ihr Vorzeichen unter Inversion:
f(−r) = −f(r). Daher verschwindet das Integral über die Einheitskugel. Konkret
können wir das am φ-Integral in Kugelkoordinaten sehen:

∫
K

drxyz =
1∫

0

dr
π∫

0

dϑ
2π∫
0

dφ r2 sinϑ · r sinϑ cosφ · r sinϑ sinφ · r cosϑ
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Das φ-Integral ergibt:
2π∫
0

dφ cosφ sinφ = 1
2 sin2 φ

∣∣∣2π
0

= 0. Daher verschwindet das gesamte
Integral.

Das zweite Integral können wir mittels der Substitution u = cosϑ lösen (sehr oft hilfreich
bei Integralen in Kugelkoordinaten):

∫
K

dr z2 = 2π
1∫

0

dr
π∫

0

dϑ r2 sinϑ · r2 cos2 ϑ = 2π
1∫

0

dr r4
1∫
−1

d(cosϑ) cos2 ϑ

= 2π · 1
5 ·

2
3 = 4π

15

d) Wir verwenden erneut Kugelkoordinaten und die gleiche Substitution:∫
A

dS (1− 3z2)
[

= 2π
π∫

0

dθ sin θ
(
1− 3 cos2 θ

) ]

= 2π
1∫
−1

d(cos θ)
(
1− 3 cos2 θ

)

= 2π
(
u− u3

)∣∣∣∣∣
1

−1
= 0

e) In Zylinderkoordinaten:
∫
V

dr
z2

1 + x2 + y2 = 2π
1∫

0

dz z2
1∫

0

dr r

1 + r2 = 2π
3 ·

1
2 ln

(
1 + r2

)∣∣∣∣∣
1

0
= π

3 ln 2

A2: Gewöhnliche Differentialgleichungen

a) Für die Differentialgleichung

y′′ + ay′ + 4y = 0

verwenden wir wie üblich den Ansatz eλ. Wir erhalten das charakteristische Polynom

λ2 + aλ+ 4 = 0

mit den beiden Lösungen

λ± = −a2 ±
√(

a

2

)2
− 4.

Der kritische Punkt, für den λ+ = λ− gilt, ist offensichtlich a = ±4. Für |a| > 4 ist die
Wurzel rein reell und die beiden unabhängigen Lösungen der DGL fallen exponentiell
ab (für a > 4) bzw. steigen exponentiell an (für a < −4). Für |a| < 4 bekommen die
Lösungen λ± einen Imaginärteil und die Lösungen der DGL sind damit oszillierend.
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b) Um die Lösung y = sin 2x = 1
2i (e2ix− e−2ix) zu erhalten, benötigen wir die rein

imaginären Nullstellen λ± = ±2i. Das passiert gerade bei a = 0, wenn sich das char.
Polynom zu λ2 = −4 reduziert.

c) Für a = ±4 sind die Lösungen entartet: λ± = −2. Eine Lösung lautet also e−2x.
Nach dem üblichen Schema gibt es eine zweite Lösung x e−2x. Die allgemeine Lösung
mit zwei freien Konstanten ist also (a+ bx) e−2x. Für a = −4 lautet die entsprechende
Lösung (a+ bx) e2x.

d) Die DGL y′ = y2/x2 können wir umschreiben:

dy
y2 = dx

x2

Daraus erhalten wir nach Integration (und schieben der konstanten Faktoren in die
Konstante):

1
y(x) = 1

x
+ c

bzw.

y(x) = x

1 + cx

Der Grenzwert dieser Funktion für x −→ ∞ ist 1/c. Für c = 1 erhalten wir daher die
gewünschte Funktion mit Grenzwert 1:

y(x) = x

1 + x

A3: Vektoranalysis

a)

∇ψ(r) =

−y sin x
cosx

0



∆ψ = −y cosx

div A(r) = 2xy(y + z)

rot A(r) =

 2xz + xz2

−yz2

−2x2y − z2


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b) Wir berechnen zunächst

∇ 1
|r|

= − r
|r|3

daraus folgt durch Verschiebung direkt

∇ 1
|r− a|

= −(r− a)
|r− a|3

und damit

F(r) = − r
|r|3
− (r− a)
|r− a|3

c) Es ist

∆ 1
|r|

= − div r
|r|3

= 3
|r|3
− 3x2

|r|5
− 3y2

|r|5
− 3z2

|r|5
= 0 für r 6= 0.

Damit ist aufgrund der Linearität von ∆ auch ∆φ(r) = 0 für r /∈ {0, a}. Die Funktion
∆φ(r) = div F(r) gibt uns die Quellen des Kraftfeldes F(r) an. Dies sind aber die beiden
Punktladungen bei r = 0 und r = a. Für alle r können wir also schreiben:

∆φ(r) = δ(r) + δ(r− a)

Damit wird offensichtlich, warum ∆φ(r) an den Stellen 0 und a nicht definiert ist.

A4: Fourierreihen

a) Wir berechnen die Fourierkoeffizienten der Funktion f(x) = exp(x) auf dem Intervall
[0, 2π]. Mit kn = 2πn/L = n und n ∈ Z gilt:

cn = f̂(n) = 1
2π

2π∫
0

dx e−iknx ex = 1
2π

2π∫
0

dx ex(1−in) = e2π−1
2π(1− in)

Damit lautet dir Fourierreihe
∞∑

n=−∞

e2π−1
2π(1− in) einx
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0

e2π

−2π 0 2π 4π

Fig. 1: Abgeschnittene Fourier-Reihe mit n = −10, . . . , 10 der Funktion ex auf dem Intervall
[0, 2π] mit typischem Gibbs-Phänomen.

b) Wir berechnen

ĥ(n) = 1
L

L∫
0

dxh(x) e−iknx

= 1
L

L∫
0

dx g(x) cos(2πx/L) e−iknx

= 1
2 ·

1
L

L∫
0

dx g(x)
(
e2πix/L + e−2πix/L

)
e−iknx

= 1
2 ·

1
L

L∫
0

dx g(x)
(
e−ikn−1x + e−ikn+1x

)

= 1
2 (ĝ(n− 1) + ĝ(n+ 1))

Hinweis:
Ganz allgemein führt eine Multiplikation mit einem Phasenfaktor, hier e±2πix/L, zu einer
Verschiebung im Fourier-Raum: hier n −→ n∓ 1.
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