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1. ∇ und ∆ in Kugel- und Zylinderkoordinaten (Übungsstunde)

(a) Folgende Funktionen sind in Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z) gegeben. Berechne
jeweils den Gradienten ∇f und ∆f in Zylinderkoordinaten.

f1 = ar2 + bz2, f2 =
a

r
, f3 =

cosϕ

r

(b) Folgende Funktionen sind in Kugelkoordinaten (r, ϕ, ϑ) gegeben. Berechne
jeweils den Gradienten ∇f und ∆f in Kugelkoordinaten.

f5 =
a

r
, f6 = a

e−br

r
, f7 =

z

r3
=

cosϑ

r2

2. Divergenz und Rotation in krummlinigen Koordinaten (Übungsstunde)

In der Vorlesung wurde behandelt, wie Differentialoperatoren in krummlinige Koor-
dinaten transformiert werden können sowie die Transformationsregeln für Zylinder-
und Kugelkoordinaten.

Bestimme die Differentialoperatoren für die Divergenz und Rotation in Kugelkoor-
dinaten.

3. Semiparabolische Koordinaten (Übungstunde)

Wir betrachten in dieser Aufgabe als weiteres Beispiel für ein Koordinatensystem
die semiparabolischen Koordinaten (u1, u2, u3) = (µ, ν, ϕ). Ihre Umrechnung in
kartesische Koordinaten lautet:

x = µν cosϕ, (1)

y = µν sinϕ, (2)

z =
1

2
(µ2 − ν2). (3)

Dabei gilt µ ≥ 0 und ν ≥ 0.

(a) Berechne die Vektoren vi = ∂r
∂ui

, ihre Beträge hi = |vi| sowie die Basisvektoren
ei = vi/hi.

(b) Bestimme den Gradienten in semiparabolischen Koordinaten und zeige, dass
sich der Laplace-Operator in der Form

∆f =
1

µ2 + ν2

[
∂2

∂µ2
+

1

µ

∂

∂µ
+

∂2

∂ν2
+

1

ν

∂

∂ν
+

(
1

µ2
+

1

ν2

)
∂2

∂ϕ2

]
f (4)

darstellen lässt.
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Abbildung 1: llustration der semiparabolischen Koordinaten entlang der x-z Ebene.

(c) Transformiere die Funktion

f =

√√
x2 + y2 + z2 + z (5)

in semiparabolische Koordinaten. Berechne ∆f in semiparabolischen Koordi-
naten und transformiere das Ergebnis wieder in kartesische Koordinaten.


