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1. Lorentz-Invarianz

a) Zeige, dass eine GroBe der Form A, B* lorentzinvariant ist. A und B sind dabei
Lorentz-Vierervektoren.

b) Gegeben sei das Lorentz-invariante Vierer-Integrationsmafl d*p. Zeige damit

die Lorentz-Invarianz von
dp ¢

(1)
mit E(p) = v/p?c? + m2ct.

Hinweis: Starte vom Lorentz-invarianten Ausdruck

d*pd(pp" — m*c)0(po) (2)
und benutze ]
o(z* —ag) = m(5($—$0)+5($+$0))- (3)

Was ist die Bedeutung der 6 und 6 Funktionen?

2. Allgemeine Drehimpulseigenwerte

In dieser Aufgabe sollen die moglichen Eigenwerte der Drehimpulsoperatoren M?
und Ms; mit der algebraischen Methode bestimmt werden, d.h. nur unter Ver-
wendung der Kommutator-Relationen

[Mj, Mk] = iEjklMl mit ! = 1, 2, 3. (4)

(Anmerkung: Die Kommutatorrelationen bilden die sogenannte Lie-Algebra der
Gruppen SO(3) und SU(2).)

a) Begriinde zunichst, warum M? und M; gemeinsame Eigenvektoren haben

M?|\,m) = A\, m) (5)
M3\, m) = m|\,m), (6)

die orthonormal gew&hlt werden konnen: (X, m|\N'm') = 9\ x0pm . Zeige, dass
A nicht negativ sein kann.
b) Definiere die Operatoren M, = M; + iMy und M_ = M; — iM, und zeige
folgende Beziehungen
[ ] [Mg, M:t] = :]:M:t
o [M.,M_]=2M,



o M?=M_M_+ M2~ M= M_M, + M2+ M.

Zeige, dass es sich bei My um Leiteroperatoren handelt, die den Eigenwert m
auf m’ = m £ 1 erhdhen bzw. erniedrigen und den Eigenwert A unverandert
lassen.

c) Bestimme die Norm des Vektors M|\, m). Benutze dieses Ergebnis, um zu
zeigen, dass fiir festes A der Bereich moglicher Werte fiir m beschréankt ist:

A= [m[(lm] +1). (7)

Der grofite vorkommende Wert sei | = myay. In der Theorie der Lie-Algebren
nennt man ihn “hochstes Gewicht”. Stelle einen Zusammenhang her zwischen
Aund . (Tipp: M4 |\, Iy = 0) Verfahre ebenso fiir das niedrigste Gewicht my;,.
Welches sind die moglichen Werte fiir m? Begriinde, warum [ nur ganz- oder
halbzahlig sein kann.

3. Kleinsches Paradoxon

Wir betrachten die Streuung eines Elektrons der Energie E' und Impuls p = pe, mit
p. > 0 an einer Potentialstufe in der relativistischen Theorie der Dirac-Gleichung.
Das 1D Stufen-Potential sei beschrieben durch

0 z2<0
1 2>0

V(z)=e-d(z) =e-pob(2) mit 0(z) = {

wobei e die Elementarladung und ¢y > 0 das Potential fiir 2 > 0 ist. Nach dem
Minimalkopplungs-Prinzip erhalten wir die Dirac-Gleichung fiir ein Elektron im Po-
tential V'(2) als

ih0,¥(z,t) = (V(2) + mc®B + cap) ¥(z,1)
(a) Finde eine stationdre Losung der Dirac-Gleichung der Form

U(z,t) = o—iEt/h U(z) mit U(z) = {i:((i)) + U, (2) z i 8 |

wobei die zeitunabhéngigen Spinoren entsprechend die einlaufende, reflektierte
und transmittierte Welle bezeichnen. Verwende fiir die einzelnen Beitrége die
bekannten Losungen fiir freie Teilchen mit entsprechendem Impuls:

Ui(z) = ¢ (p, 1) e®*/"
U (2) = u(—p, 1) e~ pz/h
i(z) = coa(p', 1) e

(s)
- X 1 0

und Koeffizienten ¢; € C.

mit

(b) Bestimme den Impuls p’ in Abhéngigkeit von p. Am Punkt z = 0 muss V(z)
stetig sein (warum fordern wir keine Stetigkeitsbeziehungen fiir die Ableitung?).
Leite daraus Beziehungen zwischen den Koeffizienten ¢;, ¢, und ¢; her.



(c) Berechne nun die einfallende (ji), reflektierte (j;) und transmitierte (j;) Strom-
dichte. Der Stromdichte-Operator ist im Dirac-Formalismus durch j#* = ¢ Uy#*W¥
gegeben. Diskutiere die drei Félle:

(1) E —epg > mc?
(2) —mc® < E — epg < mc?
(3) E—epg < —mc?

(d) Zeige, dass im Fall (3) der Reflexions-Koeffizient R = |j,/ji| groBer als eins ist,
d.h. es werden mehr Teilchen reflektiert als {iberhaupt einfallen.

Dieser Sachverhalt wird als Kleinsches Paradoxon bezeichnet und ist ein Beispiel
dafiir, dass in der relativistischen Quantenmechanik Teilchen/Antiteilchen-Paare
erzeugt werden kénnen. Im Einteilchenbild des Dirac-Formalismus kostet diese Er-
zeugung von Teilchen keine Energie. Aus der Relativitdtstheorie wiirde man aber
erwarten, dass fiir ein solchen Prozess die Energie 2mc? aufgebracht werden muss.
Diese Ungereimtheit ist ein Zeichen dafiir, dass in der relativistischen Quantenme-
chanik das Einteilchen-Konzept zusammenbricht und mithilfe der relativistischen
Quantenfeldtheorie gelost werden muss.



