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1. Eigenschaften des Permutationsoperators Teil 1

Wir betrachten ein System von zwei Teilchen. Der Operator, welcher der Vertau-
schung der beiden Teilchen zugeordnet ist, bewirkt

P21|u(1)i u
(2)
j 〉 := |u(1)j u

(2)
i 〉 . (1)

Wie in der Vorlesung eingeführt, nennt man P21 den Permutationsoperator ist. Zeige,
dass für den Operator P21

a) P−121 = P †21 = P21 gilt;

b) P21 nur die Eigenwerte λ = ±1 besitzen kann und die Vektoren

|ψS〉 :=
1√
2

(
|u(1)i u

(2)
j 〉+ |u(2)i u

(1)
j 〉
)
,

|ψA〉 :=
1√
2

(
|u(1)i u

(2)
j 〉 − |u

(2)
i u

(1)
j 〉
)
,

Eigenvektoren von P21 sind.

2. Eigenschaften des Permutationsoperators Teil 2

Zeige, dass für den Ortsoperator q und den Impulsoperator p zweier Teilchen

a) P21 q
(1) P †21 = q(2) , P21 q

(2) P †21 = q(1)

b) P21 p
(1) P †21 = p(2) , P21 p

(2) P †21 = p(1)

gilt.

3. Identische Teilen im Topf

Zwei identische Teilchen sollen sich wechselwirkungsfrei in einem 1D Potentialtopf
mit unendlich hohen Wänden bewegen

V (q) =

{
0 für |q| < q0 ,

∞ für |q| ≥ q0 .

Der Spinzustand des Zwei-Teilchen-Systems möge symmetrisch gegenüber Teilchen-
vertauschung sein. Die beiden Einzelspins seien parallel, die beiden Teilchen sollen
also dieselbe magnetische Quantenzahl mS haben.



a) Formuliere den Hamiltonian des Zwei-Teilchen-Systems. Zeige, dass die Ener-
gieeigenzustände in einen Orts- und einen Spinanteil separieren. Welche Sym-
metrie muss der Ortsanteil des Gesamtzustandes besitzen, wenn es sich bei den
beiden Teilchen um Bosonen bzw. Fermionen handelt?

b) Berechne die möglichen Eigenzustände und Eigenenergien für Bosonen bzw.
Fermionen.

c) Gebe die Grundzustandsenergie für zwei Bosonen bzw. zwei Fermionen an.

4. Zitterbewegung des freien Elektrons

Nach der Dirac-Theorie führt ein freies Elektron nur im zeitlichen Mittel eine ge-
radlinige Bewegung aus, der eine hochfrequente “Zitterbewegung” überlagert ist.

a) Integriere ausgehend vom Dirac-Hamiltonian

HD = c~α · ~p+ βmc2 (2)

die Heisenberg-Bewegungsgleichung für den Ortsoperator ~x(t). Beachte, dass in
einem Zwischenschritt auch die Heisenberg-Bewegungsgleichung für ~α(t) auf-
gestellt werden muss, wofür die Antikommutator-Relationen der Matrizen αi

und β verwendet werden sollen. Welche Operatoren sind Konstanten der Be-
wegung?

b) Freiwillige Zusatzaufgabe: Die Zitterbewegung ist ein Interferenz-Effekt
zwischen Lösungen der Dirac-Gleichung mit positiver und negativer Energie.
Es soll gezeigt werden, dass die Zitterbewegung verschwindet, wenn das Wel-
lenpaket eine Überlagerung von Wellenfunktionen nur mit positiven oder nur
mit negativen Energien ist. Im folgenden: ~ = c = 1.

i) Begründe, dass die Operatoren

Γ± ≡
1

2

[
1± HD

Ep

]
=

1

2

[
1± ~α · ~p+ βm

Ep

]
, (3)

Ep ≡
√
m2 + ~p2 (4)

Projektoren auf die Lösungen mit positiver bzw. negativer Energie sind,
d.h. HDΓ± = ±EpΓ±.

ii) Zeige, dass der in a) gefundene Term der Zitterbewegung〈
ψ

∣∣∣∣i (~α(0)− ~pH−1D

) e−2iHDt − 1

2
H−1D

∣∣∣∣ψ〉 , (5)

verschwindet, wenn |ψ〉 auf freie Lösungen mit nur positiver oder nur ne-
gativer Energie projiziert wird. (Tipp: Berechne [HD,Γ±], [HD, ~α] und
[Γ±, ~α].)


