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1. Matrixelemente von Zwei-Elektronen-Operatoren in 1. Quantisierung

Wir betrachten ein System von N Elektronen, die über Coulomb-Abstoßung mit-
einander wechselwirken. Wir nehmen an, dass wir durch Lösung der Schrödinger-
Gleichung für das Einteilchen-Problem einen vollständigen Satz von M orthonor-
mierten Einteilchen-Wellenfunktionen {χi} bestimmt haben.

( Anm.: Im folgenden soll der Spin-Anteil der Wellenfunktionen vernachlässigt wer-
den, d.h. wir behandeln spinlose Fermionen. Man kann den Spin berücksichtigen,
indem man Orts- und Spinanteil zu einem “Spin-Orbital” zusammenfasst, wobei
dann maximal ein Elektron pro Spin-Orbital erlaubt ist und man doppelt so viele
Spin-Orbitale wie ursprüngliche Orts-Orbitale erhält. An den folgenden Rechnun-
gen würde sich nichts gegenüber spinlosen Fermionen ändern, außer dass man die
M Orbitale durch 2M Spin-Orbitale ersetzt.)

Aus den besetzten Orbitalen χi(~x1), χj(~x2), . . . , χk(~xN) wird eine Slater-Determinante
für N Elektronen gebildet:

|K〉 = |χiχj · · ·χk〉 = (N !)−1/2
N !∑
n=1

(−1)pnPn{χi(1)χj(2) · · ·χk(N)}, (1)

wobei Pn die n-te Permutation bezeichnet und pn die Anzahl der Transpositionen.

Wir wollen die Matrixelemente des paarweisen Wechselwirkungsterms

V̂2 =
N∑
i=1

N∑
j>i

r−1ij (2)

zwischen beliebigen Slater-Determinanten |K〉 und |L〉 bestimmen.

a) Da Slater-Determinanten nicht zwischen identischen Elektronen unterschei-
den, ergibt jeder Term in der Summe (2) das gleiche Matrixelement, und wir
können den Operator V̂2 z.B. durch r−112 ersetzen, wenn wir mit der Anzahl
der Elektronenpaare multiplizieren. Zeige explizit, dass zwischen zwei Slater-
Determinanten gilt:

〈K|V̂2|L〉 = 〈K|r−112 + r−113 + r−114 + · · ·+ r−123 + r−124 + · · ·+ r−1N,N−1|L〉

=
N(N − 1)

2
〈K|r−112 |L〉

Führe das Integral über N Elektronen-Koordinaten unter Ausnutzung der Ortho-
normierung der Orbitale auf Integrale über zwei Elektronen-Koordinaten zurück
und zeige:



b) für den Fall identischer Slater-Determinanten

〈K|V̂2|K〉 =
1

2

N∑
m

N∑
n6=m

∫
dx1dx2 χ

?
m(1)χ?n(2)r−112 (1− P12){χm(1)χn(2)} (3)

c) falls sich |K〉 = |χm(1)χn(2) · · · 〉 und |L〉 = |χp(1)χn(2) · · · 〉 in einem Orbital
unterscheiden (m↔ p)

〈K|V̂2|L〉 =
N∑

n6=m

∫
dx1dx2 χ

?
m(1)χ?n(2)r−112 (1− P12){χp(1)χn(2)} (4)

d) falls sich |K〉 = |χm(1)χn(2) · · · 〉 und |L〉 = |χp(1)χq(2) · · · 〉 in zwei Orbitalen
unterscheiden (m,n↔ p, q)

〈K|V̂2|L〉 =

∫
dx1dx2 χ

?
m(1)χ?n(2)r−112 (1− P12){χp(1)χq(2)} (5)

e) falls sich |K〉 und |L〉 in mehr als zwei Orbitalen unterscheiden

〈K|V̂2|L〉 = 0. (6)

2. 2-Site Hubbard-Modell

Wir betrachten das Hubbard-Modell

H = −t
∑
i,σ

(c†i,σci+1,σ + c†i+1,σci,σ) + V
∑
i

c†i,↑c
†
i,↓ci,↓ci,↑

für zwei Plätze.

a) Wir beschränken uns im folgenden auf Zustände mit zwei Teilchen und ver-
schwindender Magnetisierung Sz = 0. Welches sind diese Zustände?

b) Diagonalisiere den Hamiltonian in diesem Unterraum, das heißt berechne die
Eigenenergien und Eigenzustände. Plotte die Zwei-Teilchen-Energien in Ein-
heiten des Hopping-Parameters |t| und als Funktion des Wechselwirkungspa-
rameters V .

c) Schreibe den Wechselwirkungsterm um in Mean-Field Näherung AB = A〈B〉+
〈A〉B−〈AB〉 mit halber Füllung 〈niσ〉 = 1/2 und vergleiche die Grundzustand-
senergie mit der exakten Lösung.

3. Wechselwirkende Spin-1/2 Systeme

(a) Wir betrachten zunächst ein System aus drei Spin-1/2. Gebe die Dimension
des Hilbertraums an.

Die Operatoren ~S(i) bzw. S
(i)
z seien wie üblich definiert und wirken nur auf

den i. Spin. Wir definieren weiterhin den Gesamtspin und dessen z-Komponente
durch

~S =
3∑
i=1

~S(i), Sz =
3∑
i=1

S(i)
z .

Gebe die Eigenzustände und zugehörigen Eigenwerte der Operatoren S2 = ~S2

und Sz an.



(b) Betrachte nun den Hamiltonoperator

H = J

3∑
i=1

~S(i) · ~S(i+1), J > 0.

wobei wir periodische Randbedingungen annehmen (i + 1 = 1 für i = 3).
Berechne die Eigenzustände und zugehörige Eigenenergien.

(c) Wiederhole Teil (a) für 4 Spins und gebe den Grundzustand eines entsprechend

definierten HamiltonoperatorsH = J
∑4

i=1
~S(i)·~S(i+1) an, wobei nun der 5. Spin

wieder mit dem ersten identifiziert wird (periodische Randbedingungen).


