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Dieses Aufgabenblatt ist eine freiwillige Ubung, das heift alle Teilaufgaben werden als
Zusatzpunkte gewertet. Das Blatt 13 WiI:d am 13.02.2015 in den Ubungen besprochen, da
am 06.02.2015 die Probeklausur in den Ubungen besprochen wird.

1. Cooper-Paare

Betrachte ein zusétzliches Elektronenpaar auf dem Fermi-See bei T" = 0. Wir neh-
men an, dass die beiden Elektronen miteinander schwach attraktiv wechselwirken.
Die Wechselwirkung mit den Elektronen im Fermi-See dagegen soll vernachléssigt
werden, d.h. der Fermi-See beeinflusst das Elektronenpaar nur iiber das Pauli-
Ausschlussprinzip.

a) Der Schwerpunktsimpuls des Elektronenpaars sei Null. Gib einen antisymme-
trisierten Zustand fiir das Zwei-Elektronen-System an, einmal mit symmetri-
scher und einmal mit antisymmetrischer Spin-Wellenfunktion. Fiir welchen der
Zusténde ist die Wahrscheinlichkeit hoher, die Elektronen am gleichen Ort zu
finden ?

b) Aufgrund einer Wechselwirkung V = PRV, Vk,k’CL/7¢Cik/7 1k 1C—k,, kann der Zu-
stand |k 1, —k |) in den Zustand |k’ 1, =k’ |) streuen. Die Wechselwirkung sei
schwach attraktiv und nur zwischen Paar-Zustédnden in einer diinnen Energie-
Schale der Dicke 2hwp um die Fermi-Energie ungleich Null:
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sonst,

wobei ey ,—+ | die kinetische Energie eines freien Elektrons ist.

Mit der Ndherung ext+ + e_x | ~ 2Ep kann der Hamilton-Operator fiir das
Zwei-Elektronen-System durch eine M x M-Matrix

<k7 _k|g|k,,—k,> ~ _V _V 2EF —V

beschrieben werden, wobei M die Anzahl der Impuls-Zustiande {|k, —k)} auf

der Energieschale um Ep ist. Zeige, dass H einen gebundenen Zustand hat,
nédmlich einen Eigenzustand mit Energie F = 2Ep — (M — 1)V < 2Ep.



2. BCS-Theorie
Der effektive BCS-Hamiltonian ist durch
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Die Entkopplung der Zweiteilchenwechselwirkungen mit den Erwartungswerten in
den A ist durch die Cooper-Paare motiviert. Durch den Austausch virtueller Pho-
nonen erhélt man eine effektiv attraktive Wechselwirkung zwischen einem Paar von
zwei Elektronen mit entgegengesetzem Impuls und Spin, den sogenannten Cooper-
Paaren (siehe Aufgabe 1).

a) Sind Cooper-Paare Bosonen? Berechne dazu die bosonischen Vertauschungre-
lationen der Cooper-Paar-Operatoren Bl = CLTCLC,i und By, = c_p Cit-
b) H kann mit der Bogoliubov-Transformation

Qo = UpCly — UkCT—m a,z = chLT — VpCgy
Bk = UgC—k + UkCLT B;L = UZCT_N + U;CM

diagonalisiert werden. Zeige, dass fermionischen Vertauschungsrelationen

{af,ap} = {B], B} =

nur gelten, falls |ug|* + |vg]? = 1.

c¢) Betrachte nun den BCS-Zustand
1) = H (uk + vg CLT Cik,i) |0).
k

Zeige, dass |€2) normiert ist. Wie miissen uy und vy, gewihlt werden, um den
Grundzustand freier Fermionen zu beschreiben? Gebe den Grundzustand freier
Fermionen an.

d) Berechne ax|€2) und interpretiere das Ergebnis.



