7/ Hamilton’sche Dynamik

Ein teilchen im Potential ist beschrieben durch,

L@@ = 54>~ V().

Hierbei sind g und q sind unabhangig von einander. Die Euler-Lagrange-Gleichungen,
die eine Bezeihung zwischen lhnen herstellen sind Di Lerkntialgleichungen 2.
Ordnung.

Wir wollen nun zu neuen Koordinaten q, p Ubergehen, so dass wir eine Di [e-1
rentialgleichung 1. Ordnung erhalten.

Der hamilton’sche Impuls p = g—'a erfullt die Relationen

Wir wollen diese Relationen durch eine neue Funktion H beschreiben,

_p _oH
q_m_api
__ov__oH
~ 9q oq’

Diese Funktion heif3t Hamiltonfunktion und ist gegeben durch,

p2
H(@.P) = 5 — +V(a).

Die Gleichungen

_ovV __oH
~ 9q  oq

heiRen Hamilton’sche Bewegungsgleichungen, (q,p) sind harmonische Varia-
blen.
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7.1

7.1 Legendre Transformation

Wir betrachten die Funktion ¥ (x) mit Variable x und definieren uns eine neue
Funktion g(y) mit der neuen Variablen y mittels,

_ daf
T odx’

a(y) =[xy = T()IY).

Um die “alte"Variable x durch einen von y-abhangigen Ausdruck ersetzen zu

df

konnen, muss die Gleichung y = ‘- nach x aufgelost werden x(y). Dies ist nur

2
dann eindeutig, falls % # 0 fur alle x.

Sei F(x) = x?,dannisty = =2X [XFE %y. Die Legendre-Transformierte

dx

g(y) = xy — f(x) ist gegeben durch,

_Y e y?
a(y) = 7~ x .

y? y?
2 a4
Geometrische Deutung. Die Legendre-Transformation beschreibt die Funktion f
in eindeutiger Weise, indem sie jeder Steigung y = % den y-Achsen-Abschnitt
der dort anliegenden Tangente zuordnet. Die Funktion ¥ wird somit vollstandig
durch ihre Einhtllenden charakterisiert. [1

Theorem Die Legendre-Transformation von g(y) ergibt wieder die Funktion
T (%), falls g(y) die Legendre-Transformation von f(x) ist. [ 1

» Betrachte dazu,

dg d O ] d d d
= — = — —F =X——V+Vy—X——7°F
z dy dy Xy xX) (y)=x dy y +y dy X dy (x)
d df(x) dx df dx df dx
=X+Yy — =x+

dyX dx dy - dx dy  dx dy

Die Legendre-Transformation von g(y) ist

J ] J J
h(z)=zy —g(y)=zy — Xy —f(X) (Y)=xy — xy —f(X) =f(X).
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7.2 Hamilton-Funktion und Hamiltonsche Bewegungsglei-
chung

Wir erhalten die Hamiltonfunktion indem wir eine Legendre-Transformation auf
die Lagrangefunktion anwenden,

L@% g% 1).

Dabei sei q® fest und unsere neue Variable gegeben durch,
oL
0ge’

die Legendre-Transformation ist nun gegeben durch,

N T

Kanonischer Impuls.

H@% p9t)=  pag“—L
o qe,pat
Um die Bewegungsgleichungen zu erhalten, betrachte das Di Cerential,
[ I 1
gz 2 o O e H Ly 19— L
T 9pg Pt gqa T T 5 O T Paq

a
%‘ oL aL I:IOL

a

= -ad —_ d-a—— _fd o +_dt
aq Pa~Padq aqc q 30a q ot
Somit folgt fur die Bewegungsgleichungen,
oH .,
0Pa a
oH
aq_a —Pa-

Die Hamiltonfunktion und die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen sind aqui-
valent zur Lagrangefunktion und den Euler-Lagrange-Gleichungen.

Alternative Herleitung. Obwohl das totale Di Lerkntial dH sehr elegant auf die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fuhrt, wollen wir noch eine alternative
Herleitung betrachten.

1 1
a_H — i qu _L|:|qcx+ p bdbeta_ oL
0Pa Oa B B Iﬂ b OPa OPa
. oL .
=q%+ —odb pp— —= =q°

Die Rechnung fur &—Ha funktioniert analog. [
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1) SeilL(q,q) = %qz —V(q). Wir wollen die Hamiltonfunktion nun mit
Hilfe der Legendretransformation bere chnen,

_ oL _ p
p_aq_ m
I I s | .
. m
Hap=ap-L=p = -0 2 +v(@=2_+V(@

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten,

. oH

oH _p __aH_
Q—aq—m-p

_d
aq = V@ = (Md)=mg.

2.) Wir betrachten die Lagrange in Polarkoordinaten,

m ]
L(r..F,d) = = F2+r?d® —V(r).

Die Impulse haben nun die Form,

oL i Pr
=~ =mi [i*
Pr=5¢ r m’
=L r? _ Po_

Die Hamiltonfunktion ist daher

H(r,$,pr.pe) =PpP +prf —L(r,d, 1, d)

1 1
Py ,PE_m P tim ., Pe %)
+ r +V(r)
mr2 m 2 m 2 mr?2
1Pp  1p?
2mr2 2 m

+V(r).

¢ ist zyklisch, d.h. pg ist erhalten. Im Lagrange mussten wir noch ¢

durch p¢ ausdricken, in der Hamiltonfunktion ist dies nicht mehr not-
wendig.
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3.) Teilchen im aufReren EM-Feld.
1 . [

LOEIE T e OOF %%
i M EAZI

HOETR) = s >él+ecp(>@ﬁ>z'

£ 0 i s

m

Bemerkung. Falls das Problem mit verallgemeinerten Koordinaten zeitunabhan-
gig ist, so gilt,

L=T-V [H=T+V
und der Wert von H ist die Energie, denn

L1
H=  p%a—gf —VIFT+V.
Ao
2T

Die allgemeine Form der kinetischen Energie ist,

— R
T= guq®s®. [

ap
7.3 Poisdo immern

Wir betrachten eine MessgrofRe F(q, p, t) und berechnen ihre Zeitableitung.

L, = Xpy — Y Px, Drehimpuls in z-Richtung.
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! I 1 | I 1
d_F_6_F+ Faqo‘+aF6pa _6_F+ F oH oF oH
dt ot 4 99% dt dpg Ot At L 09%dpa 0P« A"
_ OF
= —+{F,H
¢ FAF.HY.
Dabei haben wir die Poissﬂonklammer eingefuhrt, die definiert ist als
! I 1
A 0B A 0B
{A,B} = Ga _ 9 aa .
o 0990pa  0padq
. .. . . . oF __ .
Bemerkung. Falls F nicht explizit von der Zeit abhangig ist, d.h. 7z = 0O, ist

F (g, p) genau dann eine Erhaltungsgréfi3e, wenn {F,H} = 0.
Falls H nicht explizit von der Zeit abhangig ist, ist H erhalten,

3 oH  oH oH

o 999 0pq apa oq®

{H,H}=

Spezialfalle. Sei F = q“ oder pq, so ist ‘;—i =0 und,

1
o I:IGHEI: lﬂa OH _909®oH _ oH
’ aqP opP  apg 0P op°

]
. DI_—?baH _9pg OH _ 9H

Eigenschaften Die Poisson-Klammer ist ein bilinearer Di[lerkntialoperator mit

den Eigenschaften,
(i) {A,B+C}={A,B}+{A, C} Linearitat,
(i) {A,B}=—{B,A} [L{A, A} =0, Antisymmetrie,

(iii) {A,c}=0firc [R]

(iv) {A,{B,C}}+{B,{C,A}}+{C,{A,B}} =0, Jacobi Identitat. [ 1

] L1
Bemerkung. q%,pg = Oap.

a B
N qu opg 0q“ dp —

&ﬂmf’mmcﬁjjﬁﬂm

5a[3 63\/
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CSymplektische Notation

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lassen sich in einer Gleichung in fol-
gender Form zusammenfassen,

e I O o i I
- oH
trac® lorea o
p -1 0 9§
.

Ejj

wobei gjj den antisymmetrischen Tensor bezeichnet.
Wir definieren nun einen neuen Vektor,

i |
ﬂl
—
_ 9]
X = = [=
P
- XZf
pof
x| B L bH

— = i —,
ot i v an

mit dem total antisymmetrischen Tensor

L1
1

b
7"'” | OD

0O 1
-1 O

Zur Abkurzung fuhren wir folgende Notation ein,
dx oH
X =T =FTIHK

dt 0X )

LeAd 0B 0A_oB

——CijT = =& —.
.y 0x Yoxi — ax ox

{A,B} =
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7.4 Extremalprinzip

Analog zum Lagrange existiert ein Extremalprinzip zu dem die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen aquivalent sind.

Fur die Lagrangefunktion impliziert eine Variation von q(t) auch eine Varia-
tion von q(t). Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind das Extremal der Wirkung

S= dtL(q(t),q(t),t).

t

Fur die Hamiltonfunktion sind nun q(t) und p(t) voneinander unabhéangige
GroRen. Ubetragen wir die Wirkung fur die Lagrangefunktion auf den Hamilton,
ergibt sich,

—1
S= dt pag®—-H@Q% Ppa,tb),

t1 [l 1 Ol
LEI

wobei L hier fur den Zahlenwert der Lagrangefunktion zum Zeitpunkt t steht.
Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen auf die unabhangigen Gréfzen g¢
und pP ergibt,

doL”_ oL _ g
dt 9q® oaq%
d oL¥ oL _
dt ope op*

Einsetzen des Ausdrucks fur L=fuhrt wieder auf die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen,

aLE'_
aqﬁ = Pa
% — P~ — a_LEI— _a_H
tpo‘_p“_aqd = g
[}
al__ — 0
9P«
oLY oH oH
=% —=q%"— — = —
apq ap(j apd
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Bemerkung. Die Wirkung entlang einer physikalischen Bahn mit H = E ist gege-

ben durch,
e =
S= dt  pag®—H = pd"[-E(t. —t). [
o a Y
t
t
/\J tz
t
qO

Wirkung entlang einer Trajektorie

7.5 Kanonische Transformationen

Wir wollen nun untersuchen, welche Transformationen die Hamiltonfunktion
invariant lasssen. Fur die Newtonschen Gleichungen waren das lediglich die
Galilei-Transformationen. Der Lagrangeformalismus hingegen ist invariant un-
ter beliebigen Transformationen, d.h.

Q% =f(qP, 1)
a_ 9 2B
Q% = S F @ D)

fur jede Transformation ¥ im Konfigurationsraum. Beispielsweise liel3en sich
durch das Einfuhren von Kugelkoordinaten zahlreiche Probleme leicht auflésen
bzw. reduzieren.

Im Hamiltonformalismus sind g und p® von einander unabhangig, d.h. Trans-
formationen kdnnen p® andern wahrend sie g% invariant lassen und umgekehrt.

Im Lagrangeformalismus waren durch die feste Verknupfung von q und q belie-
bige Transformationen zugelassen.

Die Klasse von Transformationen im Phasenraum ((q, p)-Raum), die die Ha-
miltonschen Bewegungsgleichungen invariant lassen heiRen kanonische Trans-
formationen.
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Wir wollen uns zunachst auf die wichtigste Untergruppe dieser Transforma-
tionen

(% p%) C@Q“PY)

beschréanken, die die folgenden Eigenschaften erfullen:

(i) zeitunabhangig,

(i) kontinuierlich in einem Parameter s.

Wir betrachten eine Messgrol3e F, die nicht explizit von der Zeit abhangt, ent-
lang einer Bewegungskurve. Aufgrund der zeitunabhangigkeit der Transforma-
tion ist ‘;—'; invariant,

dF

dt = {F7 H}q,p = {F! H}Q,P ’

d.h. die Poissonklammer in neuen und alten Koordinaten ist identisch. Da dies
fur alle Hamiltonfunktionen gelten muss, folgt allgemein
{A,B}qp ={A.B}op,

LoAd oB oA 0B _ LA 08B
o 999 0pa  9pq 99¢

_ 0A 9B
L 0QY P,  9Pg 0QY’

bzw. in symplektischer Schreibweise,

L oA oB oB
T%IijT = T%UT,
i aXi an ij ayi yj
wobei
C 101 C 101
aql Ql
ﬁ £
— Y _ O
X = Yy =
B P
pf Pf
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L1 o 0 [C1

Spezialfall. A=Pq, B=QP CHa QP = Po QP

p QP Sap-

Sei QB = )\qB, [Ye) fo|gt PO( — %pa, denn {Qa, PO(} — 60([3-

Seien y die neuen und X die alten Koordinaten in symplektischer Notation,
so ergibt sich,

= R Y
) -

Y g
Vi Yj X maxk

Im5_ = €ij
| maxm ij

Bezeichne Mj := g—iﬁ: die Funktionalmatrix der kanonischen Transformation, so
gilt
MeM=e. [

Definition Die Symplektische Gruppe

1 1
Sp(f,R) ;== M LR : MeMT2¢

ist die Gruppe der 2f x 2f-Matritzen mit MeM =2 ¢. [
Entwickeln wir y in s, so ergibt sich,

Vi = Xj +5 - Vi +0(s?),
mit vij(x) = % % . Di Cerkntiation der Entwicklung nach xi ergibt,
s=0

M, =
ik an

=mik
d.h. wir konnen die Funktionalmatrix M in s entwickeln,

M :EJ o(s?).

Einsetzen in die Bedingung fur eine kanonische Transformation ergibt,

1 I 1
e=MeM™2 Id+s m+0(s?) € Id+s m+0(s?)
—g+s ms+am'§+o(sz)

[ma+sm~—20
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Multiplikation von rechts und links mit £ unter verwendung von €2 = Id und
g2 —¢ ergibt,

eme? +e?mte=0 Cem-—m'et20 Cem— (em)-2 0. *)

Setze nun

I w— VA
Sk = G T axi
i i i

so nimmt (*) die Form an,

9gi _ 09k

=0.
an aXi

In drei Dimensionen ware dies aquivalent damit, dass rotg = 0. Hier haben wir
die hoherdimensionale Verallgemeinerung. Analog zum dreidimensionalen Fall
existiert daher ein Skalarfeld G so, dass

T
gi = — GGI= ax; (x).

G heil3t Erzeugende Funktion fur die kanonische Transformation (bzw. den ka-
nonischen Fluss).

[Zusammenfassung

_dyigz_: .

L) vi=Tg 1 P€ii9i T jEpy,

2.) Zu jeder kanonischen Transformation g existiert eine erzeugende Funkti-
on G.
3.) Jede Funktion G erzeugt eine kanonische Transformation.

Insbesondere erzeugt die Hamiltonfunktion eine kanonische Transforma-
tion. Diese ist die Transformation im Koordinatenraum, die zu gegebenen
Anfangsbedingungen die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen liefert.
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Bsp Erzeugende fur eine Drehung um die z-Achse. Die Drehung ist charakteri-
siert durch,

YW =k Hs\w k|

Dabei ist,

dyi
ds

dy2
ds

dys
ds

= —X,
= X3
=0.
D.h. G = L3 = X1 p2—X2pP1, die z-Komponente des Drehimpulses, ist Erzeugende
fur die Rotation.

Ananlog sieht man, dass der Impuls die Erzeugende fur die Translation im
Raum ist. [ 1

CSymmetrien und Erhaltungssatze

Eine kanonische Transformation g ist eine Symmetrie, wenn sie die Hamilton-
funktion nicht dndert,

LoH oy; ms_ 0G
i Oyi 0s . 0y Y oy;j

dH
O:d—(7)= ={H,G}.
S
D.h. g ist genau dann eine Symmetrie, wenn die Poissonklammer von H und
ihrer Erzeugenden G verschwindet.
Die Erzeugende einer Symmetrie ist daher stets eine Erhaltungsgrof3e, denn

dG
at {G,H}=0

7.6 Endliche kanonische Transformationen
Die Transformation lasst die Bewegungsgleichungen

_oH . __OoH
T aqe

ok Pa =
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invariant. In neuen Koordinaten,

oHY . oHU
= —, PC( = — .
0Py 0Q<

Falls H zeitabhangig ist, erhalten wir eine neue Hamiltonfunktion H™

QCX

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind &aquivalent zum Hamilton-
schen Prinzip der kleinsten Wirkung,
V=
o pad®—H =0,
ey &
5 PaQ*—HY =0,
[0
dh. 4pad®—Hund ,PyQ%— H dirfen sich lediglich um eine totale Zeita-
bleitung unterscheiden. Dies ergibt eine neue Funktion,

dafF L1 o
E: Pad™ —PaQ —(H—Hg,
L—1

dF = pgdg® —PgdQ%—(H—HYdt.

a

Wir nehmen an, dass F(q, Q, t) die Form,

—1 oF

dF: paqu_Paan__dt
. ot

hat. Dadurch ergeben sich die Bedingungen,

oF oF

aq = Pa: ~oqQa = Paq.

Unter diesen Bedingungen erzeugt F eine kanonische Transformation.

Betrachte den Harmonischen Oszillator mit,

p? _ g? , _ k
H=——+k—, w?=—.
2m 2 m

Durch kithne Uberlegung erhalt man die Erzeugende,

wq?

F="
2

cot(Q),
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dann ist

p= E = mwqcotQ,
P__c’)_F__mooq2 1
0Q 2 sin?Q’

Auflésen der Gleichung ergibt,
—1

2P .
= ——sin
q oo Q
p= 2PmwcosQ.

Die neue Hamiltonfunktion hat die Form,

HoL 4 OF _ 2Pmwcos®Q , 2P sin®Q

[%III 2m +oomw 2

=0

=Pwcos’Q +Pwsin’Q =Pw.

Nach der kanonischen Transformation ist Q eine zyklische Koordinate,
Q=wt+ ¢,
E
E=wP [PE—. [ 1
w

7.7 Hamilton-Jacobi Di Lerkntialgleichungen

Wir wollen nun untersuchen, welche kanonische Transformation F, zur Folge
hat, dass

HYQ%, P4) = const = 0,

oH
G:—:O

Q 0Pa

oH
Paz—aq—a:

Wir erhalten so eine Di Lerkntialgleichung, deren Losung die gesuchte kanoni-
sche Transformation ist.
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Die Erzeugende dieser Transformation ist die Wirkung,

S= dtL.

t

Betrachte nun zu festem Anfangspunkt q%, S(q%,t) als Funktion des End-
punkts fur physikalische Bahnen. Fur die Ortsableitung ergibt sich,

] ]
os _ o o 4o e ogP
agqe  aqe B aqe aqB aq°
11 11 B
g1 L[

1

aL  d oL oL

= ds == _ 4% L9
99  dt aq%  ag% g,

™ [ O

=0

= Pa-

Betrachte nun g als fixiert und di Lerknziere nach t,

1
S _d  GiL=L

ds _os  L-odog°
dt  dt

“ott  3qe0ge
t

_ds L1
%t—a pPaq” = —H.

(0
Die Wirkungsfunktion S(q9, t) erfillt die folgenden Di Lerkntialgleichungen,

oS ds

ot~ M Gga =Pe
1
dS = pgdg®—Hdt

a

Damit folgt die Hamilton-Jacobi Di [eréntialgleichung,

0S 0S
— =—-H(% pa,t) = —H(%, aq_a’t)'

ot
S(g9,t) ist somit durch eine partielle Di Lerkntialgleichung 1. Ordnung in ¥ + 1
Variablen bestimmt. Fur partielle Di Lerkntialgleichungen existieren weitreichen-
de L6sungsverfahren und -sédtze, mit denen man sich in der Quantenelektrody-
namik ausfuhrlich beschaftigt.
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Die Losung ist durch f +1 Integrationskonstanten bestimmt. Eine Integration-
konstante ist trivial,

S(@% t,a%, a=1,...,T.

Die Losung dieser Di Lerkntialgleichung kénnen wir als Erzeugende einer kano-
nische Transformation mit pg = a® au [@sken,

F2(9% pa) = S(Q%, t,a%).

_8s
pa—@
0S
a —
Q 0Pa
HE=H+ S =0
ot

Wir betrachten erneut den harmonischen Oszillator,

p2
H=-"—+mw?qg?,
2m

und losen die Hamilton-Jacobi Di Lerkéntialgleichungen.
Separation fuhrt auf,

S(q% t) = So(g®) + S1(t).

Fur den zeitabhéngigen Teil ist

1
081 _ 1 0S(@ | o
ot 2m daq
1
R R L O
t 2m oq

Fir den Ortsanteil erhalten wir so,

dies kann man integrieren,
e I
So(g) = dqgq 2m al - mw?2g?3.
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Die L6sung hat daher die Form,

e = I
S(g,t) = dg 2m al! —mw?2q? +a't.

Man kann hiervon eine analytische Losung berechnen. Betrachten wir die neuen
Koordinaten,

0S — m 1
Pa=al, Q%= .—>= dq - = —t
oa 2 al — mw?2g?
L I—1 [ 1
1 maw?
QY+t = — arcsin Le] L1
w 2al

In den neuen Koordinaten (Q%, Py) verschwindet die Hamiltonfunktion H~= 0,
d.h. P = const, Q = const und daher

L1
q:

2 sin (@(t+ Q)

p=...

D.h. in den neuen Koordinaten ist der Impuls P die Amplitude und Q die Phase
des Oszillators, beide Konstanten.
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